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置換 σ ∈ Sn に対して，その reverse σr とは σr(i) ≜ σ(n+ 1− i)で定義される置換であ

り，その complement σc とは σc(i) ≜ n+ 1− σ(i) で定義される置換である．置換 σ が

σ = σrc を満たすとき，self-reverse-complement であるという．置換 σ が σ2 = idを満

たすとき対合であるという．但し idは恒等置換を表す．数 i ∈ {1, . . . , n}が σ(i) = iを

満たすとき，iは σ の固定点であるという．置換 σ の固定点の数を fix(σ)とかく．

対称群 Sn の部分集合で固定点 1 個以下の対合の集合をMn ≜ {σ ∈ Sn | σ2 =

id, fix(σ) ≤ 1}とし，self-reverse-complementな置換の集合をBn ≜ {σ ∈ Sn | σrc = σ}
とかく．本稿では，全単射 Sn → Mn × Bn を構成する．全単射はまず代数的に構成し，

同じ全単射を組合せ論的にも構成する．

1 全単射の代数的構成

群の一般論を使って全単射を構成する．群 G を考える．元 x ∈ G に対して C(x) ≜
{g−1xg | g ∈ G} を x の共役類という．元 x, y ∈ G に対して T (x, y) ≜ {g ∈ G |
g−1xg = y} と定める．特に T (x, x)は xの中心化群と呼ばれ，Gの部分群となる．

命題 1. Gを有限群とし，x ∈ Gとする．全単射 G → C(x)× T (x, x)が構成される．

構成. 各 y ∈ C(x) に対して定義から T (x, y) 6= ∅ である．各 y ∈ C(x) に対して

T (x, y) から元を一つ選び，それを αy とかく．写像 G 3 g 7→ (g−1xg, gα−1
g−1xg) ∈

C(x) × T (x, x)は全単射である．まず well-defined なことを確かめる．z = g−1xg とか

く．(gα−1
z )−1x(gα−1

z ) = αzg
−1xgα−1

z = αzzα
−1
z = x なので gα−1

z ∈ T (x, x)．よって

この写像は well-definedである．写像 C(x)× T (x, x) 3 (y, h) 7→ hαy ∈ Gが逆写像とな

るから，全単射である． □
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メモ. 命題 1 の全単射の構成では各 y ∈ C(x) に対して αy ∈ T (x, y) を選ぶ部分に恣意

性があるため，命題 1で構成した全単射は一意的に定まるわけではない．

系 2. 全単射 Φ: Sn → Mn ×Bn が構成される．

構成. 命題 1における群 Gを対称群 Sn とし，元 x ∈ Gを x = idr ∈ Sn とする．以降

w0 ≜ idr とかく．y ∈ C(w0)に対して αy ≜ minT (w0, y) と選ぶことにする．但し min

は，置換をワード表記したときの辞書式順序での最小を意味する．すると，命題 1より，

Φ: Sn 3 σ 7→ (σ−1w0σ, σα
−1
σ−1w0σ

) ∈ C(w0) × T (w0, w0)は全単射である．集合 C(w0)

は，置換 w0 とサイクルタイプが同じであるような置換の集合なので，C(w0) = Mn

である．集合 T (w0, w0) は関係式 σw0 = w0σ を満たす置換 σ ∈ Sn の集合であり，

w0σ(i) = n+1− σ(i)，σλ(i) = σ(n+1− i)より σ(i) = n+1− σ(n+1− i) = σrc(i)．

よって T (w0, w0) = Bn． □

2 全単射の組合せ論的構成

系 2で構成した全単射 Φ: Sn → Mn ×Bn は組合せ論的に構成することもできる．集

合Mn は nが偶数のとき文字 1, . . . , nを二つづつ組にしたマッチング，nが奇数のとき

は一文字だけ組にできない仲間はずれが残る部分的なマッチングと見なすことができる．

集合 Bn の要素は b1 · · · bn とワード表記したとき，前半の bn/2c 個を定めれば一意的に
定まる．以下で全単射 Φ′ : Sn → Mn ×Bn を構成する．以下では i ∈ {1, . . . , n}に対し
て i ≜ n+ 1− iと定める．

構成（系 2の別証）. 置換 σ ∈ Sn のワード表記を w1 · · ·wn とする．このワード表記に

おいて，各 i ∈ {1, . . . , bn/2c} に対して文字 i と i の間に弧を描く．こうして描かれる

bn/2c 本の弧の組はMn の元とみなすことができる．これらの弧が結ぶ二つの文字 i, i

のうち，σ のワード表記において左側にあるものを「オープナー」と呼ぶ．σ のワード

表記を左から右に読みオープナー bn/2c 個を順に集めれば，Bn の元を得る．この対応

Φ′ : Sn → Mn ×Bn は全単射である． □

命題 3. 代数的に定義した写像 Φと，組合せ論的に定義した写像 Φ′ は同じ写像である．

証明. 置換 σ ∈ Sn に対して Φ(σ) = (m, b),Φ′(σ) = (m′, b′)とする．まずm = m′ を示

す．i ∈ {1, . . . , n}に対してm′(i)は σ のワード表記を w1 · · ·wn とすると wj = wi とな

る j であり，それは σ−1(σ(i)) = σ−1w0σ(i) = m(i)である．次に b = b′ を示す．以下，
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この証明の中でのみ ασ−1w0σ を α と略記し，k = bn/2c とする．置換 σ のオープナー

を左から順に o1, . . . , ok とする．示すべきことは σα−1(i) = oi (i ∈ {1, . . . , k})である．
置換 σ のオープナーの位置を左から順に p1, . . . , pk とする．すなわち σ(pi) = oi (i ∈
{1, . . . , k}) とする．集合 T (w0, σ

−1w0σ) は σ とマッチング構造が同じ置換全体の集合

である．すなわち置換 τ が τ ∈ T (w0, σ
−1w0σ)を満たすならば，かつそのときに限り任

意の i, j ∈ {1, . . . , n}に対して τ(i) = τ(j) ⇐⇒ σ(i) = σ(j)が成り立つ．このことは，

τ ∈ T (w0, σ
−1w0σ) かつ σ(i) = σ(j) ならば，τ(i) = w0τσ−1w0σ(i) = τσ−1w0σ(i) =

τσ−1
(
σ(i)

)
= τσ−1σ(j) = τ(j) が成り立つことから分かる．よって α の最小性から

α(pi) = iである．よって pi = α−1(i)であり，σ(pi) = oi = σα−1(i) である． □

3 補足

集合Mn の濃度は |Mn| =
∏

i∈{1,...,n}, i : odd i であり，集合 Bn の濃度は |Bn| =∏
i∈{1,...,n}, i : even iなので，これらを合わせて対称群の濃度は |Sn| = |Mn||Bn| = n!で

あることがわかる．

本稿で定義した集合 Bn は通常の対称群の積によって群をなし，それは B⌊n/2⌋ 型Weyl

群（超八面体群）と同型である．
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